
Operatory w przestrzeniach Lp

Lista 4 (kompleksy�kacja i miary semi-sko«czone)

Zad 1. NiechM b¦dzie domkni¦t¡ podkrat¡ rzeczywistej przestrzeni Lp(µ), gdzie (Ω,F , µ) jest prze-
strzeni¡ z miar¡ sko«czon¡, i niechM zawiera jedynk¦ (funkcj¦ to»samo±ciowo równ¡ 1). Pokaza¢, »e
zbiór G := {A ∈ F : 1A ∈M} jest σ-algebr¡ (σ-podalgebr¡ F).

Zad 2. Niech T b¦dzie R-liniowym operatorem na rzeczywistej przestrzeni liniowej X. Pokaza¢, »e
wzór

TC(x+ iy) := Tx+ iTy, x, y ∈ X

de�niuje operator C-liniowy na kompleksy�kacjiXC := X⊕X przestrzeniX. Elementy kompleksy�kacji
zapisujemy x+ iy (zamiast x⊕ y) dla x, y ∈ X. Jest to zespolona przestrze« liniowa z dziaªaniami

(x+ iy) + (u+ iv) := (x+ u) + i(y + v), (a+ ib)(x+ iy) := (ax− by) + i(bx+ ay),

x, y, u, v ∈ X, a, b ∈ R.

Zad 3. Pokaza¢, »e zespolona przestrze« LC
p (µ) jest kompleksy�kacj¡ rzeczywistej przestrzeni LR

p (µ).

Zad 4. Niech T b¦dzie C-liniowym operatorem na zespolonej przestrzeni LC
p (µ). Pokaza¢, »e nast¦puj¡ce

warunki s¡ równowa»ne

1) T jest rzeczywisty, tzn. zachowuje podbiór funkcji rzeczywistych LR
p (µ),

2) T jest kompleksy�kacj¡ R-liniowego operatora TR : LR
p (µ)→ LR

p (µ),

3) T zachowuje sprz¦»enie, tzn Tz = Tz dla ka»dego z ∈ LC
p (µ).

Zad 5. Pokaza¢, »e dla dowolnej przestrzeni z miar¡ (Ω,Σ, µ) rodzina zbiorów o mierze sko«czonej
Σ0 := {A ∈ Σ : µ(A) < ∞} tworzy warunkowy σ-pier±cie«, tzn. pier±cie«, który jest zamkni¦ty na
przeliczalne sumy majoryzowane przez element z Σ0:

{An}∞n=1 ∈ Σ0 oraz
∞⋃
n=1

An ⊆ B dla pewnego B ∈ Σ0 =⇒
∞⋃
n=1

An ∈ Σ0.

Zad 6. Niech µ : Σ0 → [0,+∞) b¦dzie σ-addytywn¡ funkcj¡ zbioru okre±lon¡ na pewnym warunkowym
σ-pier±cieciu Σ0 podzbiorów Ω.1 Pokaza¢, »e rodzina

Σ := {A ⊆ Ω : A ∩B ∈ Σ0 dla ka»dego B ∈ Σ0}

jest σ-algebr¡ zawieraj¡c¡ Σ0 oraz wzór

µ(A) := sup{µ(B) : B ⊆ A, B ∈ Σ0}

de�niuje miar¦ na Σ tak¡, »e µ|Σ0 = µ.

Zad 7. Mówimy, »e miara µ jest semi-sko«czona, je»eli dla dowolnego A ∈ Σ takiego, »e µ(A) = ∞
istnieje B ∈ Σ taki, »e B ⊆ A oraz 0 < µ(B) < ∞. Pokaza¢, »e miara µ jest semi-sko«czona wtedy i
tylko wtedy, gdy µ = µ, gdzie µ jest miar¡ zde�niowan¡ w Zadaniu 6 dla Σ0 := {A ∈ Σ : µ(A) <∞}.

Zad 8. Niech (Ω,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡. Pokaza¢, »e µ jest σ-sko«czona wtedy i tylko wtedy,
gdy µ jest semi-sko«czona i jest równowa»na pewnej mierze sko«czonej ν na Σ.2

1σ-addytywno±¢ oznacza tu, »e je»eli {An}∞n=1 ∈ Σ0 s¡ parami rozª¡czne i ich suma nale»y do Σ0, to µ(
⊔∞

n=1An) =∑∞
n=1 µ(An).
2Równowa»no±¢ miar oznacza, »e rodziny zbiorów miary zero dla obu miar si¦ pokrywaj¡


